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Вероятность появления 

в поле зрения коноскопа оптических осей
Чтобы найти в шлифе зерно минерала с определенной ориентировкой оптической индикатрисы, полезно знать, насколько велики шансы найти такое зерно. В решении этого вопроса может помочь теория вероятности, предсказывающая случайные события. 

Ориентировка оптической индикатрисы в породообразующих минералах – явление случайное при условии, что горная порода обладает массивной текстурой, т. е. в ней не проявлена предпочтительная линейная или плоскостная ориентировка минеральных зерен.

Рассмотрим вывод формул и порядок расчета вероятности появления в поле зрения коноскопа оптических осей одноосных и двуосных кристаллов.
Одноосные кристаллы. На рис 1а показана ортогональная проекция воображаемой или, как ныне говорят, виртуальной сферической поверхности световых колебаний в кристалле (в дальнейшем кратко сферическая поверхность или сфера) в виде большого круга с радиусом R, равным радиусу сферы. 
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Поле зрения коноскопа является частью сферической поверхности и представляет собой шаровой сегмент (серый круг внутри большого круга). Его граница (окружность  с радиусом r) определяется угловым радиусом поля зрения коноскопа  ρК   и рассчитывается по формуле r = R sin ρК. В центре поля зрения выходит оптическая ось A. Если ее наклонять, то она будет видна в коноскопе до тех пор, пока в центре поля зрения (окулярном перекрестии) будут находиться точки шарового сегмента (серого круга). Следовательно, с позиции теории вероятности площадь шарового сегмента является фактором, благоприятствующим  появлению оптической оси в поле зрения.
Вероятность P появления случайно ориентированной оптической оси  в поле зрения может быть выражена отношением площади шарового сегмента S1 к площади полусферы S:
P = S1 / S.
Рис. 1. Графическая интерпретация вероятности появления в поле зрения коноскопа оптической оси одноосного кристалла. а –  ортогональная проекция сферической поверхности световых колебаний в кристалле (большой круг) и  шарового сегмента (малый светло-серый круг) с оптической осью A в центре; б – разрез полусферы по линии BC. O – центр проекции; R – радиус сферической поверхности; B и C – противолежащие точки на краю поля зрения; BACD – шаровой сегмент; ρК – угловой радиус поля зрения коноскопа; h – высота шарового сегмента.
Площадь шарового сегмента рассчитывается по формуле S1 = 2πRh, где h – высота шарового сегмента (рис. 1б). Рассчитаем ее значение. 

h = R – OD;  OD = R cos ρК;   h = R – R cos ρК  = R(1 – cos ρК).
S1 = 2πR2(1 – cos ρК).

Площадь полусферы определяется по формуле

S = 2πR2.
Вероятность появления оптической оси в поле зрения равна:

P = S1 / S = 2πR2(1 - cos ρК)/ 2πR2 = 1 – cos ρК.         (1)
Эта формула применима для расчета вероятности появления в поле зрения коноскопа оптической оси одноосного кристалла.
Пример 1. Рассчитать вероятность появления в поле зрения коноскопа оптической оси кварца. Объектив 60х с апертурой A = 0,85, средний показатель преломления кварца n = 1,549.

Рассчитаем угловой радиус поля зрения коноскопа: sin ρК = A / n = 0,85 / 1,549 = 0,5487.  ρК = 33°. Вероятность появления в поле зрения оптической оси кварца равна:

P = 1 – cos ρК = 1 – cos 33° = 0,161.
Величина 1 / P  обратная вероятности показывает среднее количество N просмотров зерен минерала, необходимых для обнаружения оптической оси. В данном примере N = 1/0,161 = 6. Однако просмотр 6 зерен не дает полной гарантии обнаружения оптической оси в одном из 6 проверенных зерен. Вероятность отсутствия оптической оси в поле зрения при 6 попытках равна (1 – 0,161)6 = 0,35. Следовательно, из каждых 3 серий по 6 попыток обнаружить оптическую ось одна серия будет безуспешной.

Пример 2. В «Руководстве пользователя» для центрировки коноскопа рекомендуется использовать изогиру, получаемую от одноосного кристалла (кварца) с наклоном оптической оси от 35 до 50°. Требуется определить вероятность встречи в шлифе зерен с указанной ориентировкой оптической оси.

Хотя в примере 2 оптическая ось кварца находится вне поля зрения коноскопа, формула (1) применима и в этом случае.
Определяем вероятность нахождения зерен кварца с наклоном оптической оси от 0 до 50°: 

P1 = 1 – cos ρ  = 1 – cos 50° = 0,357.
Такой же расчет делаем для зерен кварца с наклоном оптической оси от 0 до 35°:

P2 = 1 – cos 35° = 0,181.

Вероятность P встречи зерен кварца с наклоном оптической оси в интервале от 35 до 50° равна разности P1 и P2:

P = P1 – P2  = 0,357 – 0,181 = 0,176.
Расчет показал, что поиск зерна кварца с заданным интервалом наклона оптической оси не составит большого труда: в среднем потребуется проверить 5 – 6 зерен, чтобы найти нужное зерно.
 Двуосные кристаллы. Для двуосных кристаллов возможны два случая: 1) угол оптических осей больше углового диаметра поля зрения коноскопа и 2) угол оптических осей меньше углового диаметра поля зрения коноскопа. [image: image3.jpg]



1) Угол оптических осей больше углового диаметра поля зрения коноскопа (2V>2ρК).
 В поле зрения может появляться только одна оптическая ось. Вторая ось при наблюдении первой находится вне поля зрения. Вероятность события, заключающегося в том, что в одном из случайно ориентированных зерен минерала будет видна оптическая ось, равна сумме вероятностей появления каждой из двух осей: 
P1,2 = P1 + P2 = 2(1 – cos ρК).           (2)
Рис. 2. Графическая интерпретация вероятности появления в поле зрения коноскопа оптических осей     двуосного кристалла. а – ортогональная проекция сферической поверхности световых колебаний в кристалле (большой круг) и  двух пересекающихся шаровых сегментов  (малые светло-серые круги) с оптической осями A1 и A2 в центре. б – разрез полусферы через плоскость оптических осей  A1A2. 

   B – биссектриса угла оптических осей; C и D – точки пересечения окружностей в основании шаровых сегментов; ρК – угловой радиус поля зрения коноскопа; V – половина угла оптических осей.
2) Угол оптических осей меньше углового диаметра поля зрения коноскопа (2V<2ρК).

Это наиболее сложный для расчета, но в то же время наиболее интересный случай, так как в поле зрения могут быть видны одновременно обе оптические оси и, следовательно, в этой позиции возможно прямое определение угла оптических осей по методу Малляра. Сложность расчета связана с тем, что косо ориентированные относительно друг друга шаровые сегменты, характеризующие вероятность появления в поле зрения каждой из двух оптических осей (2 светло-серых круга на рис. 2а), образуют площадь перекрытия (темно-серое поле на рис.), которая  определяет вероятность одновременного появления в поле зрения двух оптических осей. 
 Определение площади перекрытия проводим в следующей последовательности:

1) Решая прямоугольный сферический треугольник A1CB, находим угол λ:

cos λ = tgVctg ρК .
2) В этом же сферическом треугольник находим угол β:
cos β = cosV sin λ .

3) Площадь сферического треугольника рассчитывается по формуле
S = R2(A + B + C – π ),

где R – радиус сферы;
      A, B и С – углы сферического треугольника в радианах.
По этой формуле определяем площадь прямоугольного сферического треугольника A1CB, приняв R = 1:
SA1CB = λ + β + π /2 – π = λ + β – π /2.

4) Точно такие же углы и, следовательно, такую же площадь имеет сферический треугольник A1BD. Площадь объединенного сферического треугольника  A1CD будет равна

SA1CD = 2λ + 2β – π .
Этот треугольник занимает часть сектора шарового сегмента A1CD. Здесь нужно иметь ввиду, что правой границей шарового сегмента является окружность CD, а не прямая линия CBD, как у сферического треугольника A1CD. 
5) Определяем площадь сектора A1CD шарового сегмента.  Его оптическую ось A1 можно рассматривать как полюс сферы, а исходящие от него линии A1C, A1D  как «меридианы». Площадь сектора шарового сегмента Ssk пропорциональна углу между ограничивающими его «меридианами», в данном случае углу 2λ, и может быть рассчитана как часть шарового сегмента по формуле 
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если λ выражен в градусах, или же в этой формуле 360 следует заменить на 2π, если углы измеряются радианами.
6) Площадь шарового сегмента, оказавшаяся на «чужой» территории (темно-серый участок правее линии CD), равен разности площадей сектора шарового сегмента и сферического треугольника ACD:
S1 = Ssk – SA1CD.
Точно такую же площадь S2 создает шаровой сегмент с оптической осью A2 (темно-серый участок левее линии CD). Общая площадь взаимного перекрытия шаровых сегментов S1+2 будет равна: 

S1+2 = S1 + S2 = 2(Ssk – SA1CD).
7) Вероятность одновременного появления в поле зрения двух оптических осей равна отношению площади перекрытия к площади полусферы:

P1+2 = S1+2 / S = 2(Ssk – SA1CD) / 2π = (Ssk – SA1CD) / π.
Вероятность одиночного появления в поле зрения одной из двух оптических осей зависит от площади двух шаровых сегментов, оставшейся после вычета из нее площади перекрытия. Опуская расчет площадей как излишний шаг, определим эту вероятность исходя из следующих рассуждений. Вероятность появления в поле зрения каждой из оптических осей равна 1 – cos ρК, а общая вероятность появления любой из двух осей равна 2(1 – cos ρК). Из нее должна быть исключена вероятность P1+2 появления в поле зрения 2-х оптических осей (ей соответствует площадь перекрытия на рис. 2). Здесь нужно иметь ввиду, что площадь перекрытия расположена на обоих шаровых сегментах, т. е. ее влияние должно быть удвоено. С учетом этого формула для расчета вероятности появления в поле зрения одной оптической оси имеет следующий вид:

P1, 2 = 2(1 – cos ρК) – 2P1+2.

Компьютерная программа для расчета вероятности появления в поле зрения коноскопа оптических осей. По приведенным выше формулам составлена небольшая программа, которая по введенным значениям угла 2V и углового радиуса ρК поля зрения коноскопа  рассчитывает вероятность присутствия оптических осей в поле зрения. Результаты расчета по этой программе для ρК  показаны в таблице. 
Вероятность появления в поле зрения коноскопа двух оптических осей
одновременно (P1+2), одной оптической оси (P1,2) и их сумма (Pсум.)
	ρK
	Тип вероятности
	Угол оптических осей, 2V

	
	
	0°
	10°
	20°
	30°
	40°
	50°
	=>60°

	25°
	P1+2
	0,0937
	0,0704
	0,0479
	0,0273
	0,0101
	0
	0

	
	P1,2
	0
	0,0467
	0,0916
	0,1328
	0,1672
	0,1874
	0,1874

	
	Pсум.
	0,0937
	0,1170
	0,1395
	0,1601
	0,1773
	0,1874
	0,1874

	30°
	P1+2
	0,1340
	0,1063
	0,0793
	0,0537
	0,0305
	0,0112
	0

	
	P1,2
	0
	0,0553
	0,1094
	0,1606
	0,2070
	0,2455
	0,2679

	
	Pсум.
	0,1340
	0,1616
	0,1887
	0,2143
	0,2375
	0,2567
	0,2679

	35°
	P1+2
	0,1808
	0,1491
	0,1178
	0,0876
	0,0592
	0,0336
	0,0124

	
	P1,2
	0
	0,0636
	0,1261
	0,1965
	0,2433
	0,2946
	0,3369

	
	Pсум.
	0,1808
	0,2126
	0,2439
	0,2741
	0,3025
	0,3281
	0,3493


Примечания. 
1) Под типом вероятности понимается событие, к которому относится вероятность, а именно:
P1+2 – вероятность совместного появления в поле зрения двух оптических осей;

P1,2 – вероятность появление  одиночной оптической оси, безразлично какой из двух оптических осей;

Pсум. – вероятность появления в поле зрения оптических осей в любой комбинации (в одиночку или совместно с другой осью).

2) Вероятность отсутствия оптической оси в случайном сечении кристалла равна 1–   Pсум..
3) Одноосный кристалл можно рассматривать как двуосный кристалл с углом 2V = 0°, у которого оптические оси совмещены. Поэтому в таблице для них рассчитана вероятность P1+2 одновременного  появления двух оптических осей, хотя она фактически относится к единственной оптической оси.
4) Нельзя задавать ρК больше предельных значений, указанных ниже:

2V    0  10  20  30  40  50  60  70  80  90 100 110 120 130 140 150 160 170 180°
ρК     90 85  80  75  70  65  60  55  50  45   40   35   30   25   20   15   10     5     0°
Если значения ρК больше указанных величин, то результат расчета P1,2 будет неверным. Это наглядно видно на рис. 2а. Если размер серого круга чрезмерно увеличить, то шаровой сегмент достигнет края проекции и далее уйдет в противоположную, «невидимую» сторону сферы. Это приведет к завышенному значению P1, 2, а Pсум. может превысить 1, что по теории вероятности недопустимо.
Из приведенных в таблице данных видно, что чем меньше угловой радиус поля зрения и больше угол 2V, тем меньше шансов на успешный поиск в шлифе зерна для прямого измерения угла оптических осей по методу Малляра.

     Статья загружена на сайт 27 сентября 2011 г.
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